InZenjerska indukcija — predlog definicije
1 jedna potvrda predloga

Bojan Vujici¢, Boris Li¢ina, Platon Sovilj, Vladimir Vuji¢i¢

Apstrakt — U radu se predlaze definicija novog inZenjerskog
pojma nazvanog inZenjerska indukcija. Predlog je primenjen u
istraZivanjima optimalne strukture uredaja za merenje snage i
energije vetra i pokazao je svoju efikasnost i primenljivost.

Kljuéne reéi — matematicka indukcija; deduktivni dokaz,
induktivni dokaz; inZenjerska indukcija.

I. UvoD

PRE nego $to izlozimo osnovnu ideju ovog rada, vazno je
ista¢i da za matemati¢ku idukciju nije “zasluzna” konkretna
liénost, niti je nastala konkretnog datuma. Ona je nastala kao
posledica mnogobrojnih radova razli¢itih matematicara, i ne
samo matemati¢ara, ve¢ i nauénika iz heterogenih naué¢nih
disciplina. Najraniji tragovi matematicke indukcije sezu jos u
Euklidove Elemente, u tre¢i vek p.n.e. Ovom prilikom se
nec¢emo upustati u dublje istorijske detalje njenog nastanka,
ali ¢emo spomenuti da se prva konkretna formulacija
matematicke indukcije sre¢e kod Paskalovog reSenja
aritmetickog trougla 1654. godine.

Tekst koji sledi nema pretnziju da u bilo kom segmentu
umanji znacaj matematicke indukcije. Naprotiv, na ovom
konkretnom primeru, princip “inZenjerske” indukcije se
pokazuje kao samo jedan od prakti¢nih nadina za brze, a
jednako korektno, reSenje problema koji se pred autore
postavio. Tim pre, $to se ponudeno reSenje ima veoma
jednostavnu potvrdu kroz hardversku realizaciju prikazanu u
jednom od ranijih radova [1]. U ovom konkrethom slucaju
prikazano je opste reSenje ‘“inZenjerskom” indukcijom i
ops$tim deduktivnim postupkom i na taj naéin izvr$ena potvrda
tvrdnje na oba nacina.

Ovaj rad nastao je iz inzenjerske prakse, kao potreba da se
na egzaktan, inzenjerski i logi¢ki korektan nacin, ali liSen
strogih pravila matematicke indukcije, na jednostavniji nacin
reSi jedan konkretan inZenjerski problem. Opste je poznata
¢injenica da su inZenjeri u svojoj praksi Cesto suoceni sa
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potrebom da nadu konkretno reSenje za svakodnevne izazove
sa kojima se susreéu u svom okruzenju. Neretko, potreba za
reSenjem je vremenski limitirana, pa se u takvim okolnostima
pribegava razli¢itim pristupima koji dovode do kvalitetnog i
korektnog resenja. Takav pristup ima svoje dobre i loSe
strane. Dobra stvar je $to se brze dolazi do resenja konkretnog
problema, a loSa stvar je §to se uglavnom ne vodi racuna o
uopstavanju resenja i njegovoj generalizaciji, o “Siroj slici”.

Za razliku od ovog pristupa matemati¢ari nastoje da
objedine §to veéi broj problema u jedan opsti i da ponude
njegovo resenje, bez ulazenja u inzenjersku sustinu da li je to
nekome stvarno potrebno i hoée li ovakvo reSenje imati Siroku
primenu u praksi. Imajuéi ovo u vidu, prilikom reSenja jednog
konkretnog problema, nastao je ovaj rad kao teznja da
“pomiri” ova dva, samo naizgled, opre¢na pristupa. Da pokaze
kako oba pristupa dovode do korektnog reSenja, da ne
isklju¢uju jedan drugog, ve¢, naprotiv, da jedan drugog
podupiru u zajedni¢kom cilju [2].

Il. PROBLEM MERENJA SREDNJE VREDNOSTI PROIZVODA N
NEPREKIDNIH SIGNALA

Pretpostavimo da se, tokom vremenskog intervala T,
proizvod Kk signala meri kori$¢enjem dvobitne statisticke
digitalne merne metode (SDMM). U tom sluéaju ¢e izlazna
vrednost mnozaca koju u stvari generiSe (k — 1) - binarni
mnoza¢ biti jednaka:

P(k) =

Pi () - P () ... W (D)

Z| -

i

£,(6) - £,(8) ... i (1) - dt )

T

O\’_]

gde su W;(i),¥,(),.. W() digitalizovane vrednosti k
ulaznih signala i gde N — o oznafava neogranien broj
uzoraka  (uzrokovanih  neogranicenom  frekvencijom
uzorkovanja) u vremenskom intrevalu T. Navedimo sada
slede¢u teoremu: Pretpostavimo da je oZ(k) = a2(k)/N
varijansa srednje greSke merenja e proizvoda k signala
merenih dvobitnom SDMM u vremenskom intervalu [0, T].
Ako sa +g i —g ozna¢imo naposke pragove odluéivanja
dvobitnog AD konvertora tada, za konac¢nu frekvenciju
uzorkovanja, pa time i ograni¢enu vrednost uzoraka N,
mozemo pisati:
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Dokaz: Umesto strogog i dugog deduktivhog dokaza,
dajemo jednostavnu analizu (u duhu matemati¢ke
indukcije) koja potvrduje opstu formulu (2).

Korak 1: Za k = 1, izlazna vrednost je jednaka:
a varijansa srednje greske je izrazena sa:

T

T
1 |2 1
01(1) = - Tg-flfl(t)l : dt—f-fff(t) dt| @
0

0
Hardverska realizacija slucaja za k =1, gde se ulaznom

signalu f;(t) superponira diterski signal h,, kako je to
prikazano na Slici 1
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SI. 1. Blok dijagram uredaja za merenje srednje vrednosti ulaznog signala.

Korak 2: Za k = 2, izlazna vrednost je jednaka:

W=f() f,(t)+e (5)

a varijansa srednje greske je izrazena sa:

T
0@ =y | B [l bl d
0
T
—1- £2(t) - f2(t) - dt 6
SO (©)

0
Hardverska realizacija sluaja za k = 2, gde se ulaznim

signalima f;(t) i f,(t) superponiraju medusobno nekorelisani
diterski signali h, i h,, respektivno, prikazana je na Slici 2.
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Sl. 2. Blok dijagram uredaja za merenje proizvoda dva ulazna signala.

Korak 3: Primetimo da se izrazi (5) i (6) mogu zapisati
kao:

1 0
o3(1) = = (g) %8 f|1| If,(0)] - dt
1 T
— 12 f1 (0] - dt 7
4
i
1
03(2) = = (g) % f|f1(t)| I£,(0)] - dt
1
= f [0 - (0] - dt ®)
0

Pored toga, primetimo da, za bilo koji k = 1, prilikom
dodavanja sledece funkcije i slede¢eg mnozaca vredi:

a) prvi integral je pomnoZensa 2 - g,

b) funkcija unutar prvog integrala mnozi se sa apsolutnom
vredno$éu sledece funkcije,

¢) funkcija unutar drugog integrala mnozi se sa kvadratom
sledece funkcije.

Korak 4: Pretpostavimo da je teorema ta¢na za neko Kk, te
da vaZe pretpostavke a), b) i ¢). Ostaje da pokazemo da vazi i
zak + 1.

k.,
o2(k + 1) = (g) % f I, (DF,(6) £ (O)] - [feps (O] - dt
T
1
-3 [ROBO ROl .01 ©



Kad se navedene operacije izvrSe, dobijamo:

T
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0
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¢ime je teorema dokazana.

Primetimo da je dokaz “u duhu matematic¢ke indukcije” ali
da nije matematicka indukcija. Autori su skloni da ovaj
primenjeni postupak nazovu “inzenjerska indukcija” i da ga u
daljim istrazivanjima detaljnije uopste i formaliziju.

I1l. DEDUKTIVNA POTVRDA

Dokazimo deduktivno formulu za varijansu srednje greske
merenja proizvoda k signala dvobitnom SDMM. To ¢emo
uraditi u pet koraka, kao je to nize prikazano.

Korak 1: M; je konadan:

M; =(e—¢)3 an

Moze se strogo dokazati da vazi M, < (2g)3 odnosno da je
tre¢i centralni momenat slucajne greske e konacan (ogranicen)
i da to vazi za svaki konacan prirodan broj k (k > 1).

Korak 2: Posto je M5 konacan [3] vazi:

2
O
o’ = (12)
Korak 3: 62 =7
Trenutna vrednost proizvoda k ulaznih signala je

deterministicka veli¢ina a trenutna vrednost greske merenja e
je slucajna veli¢ina. Prema tome, one su medusobno statisticki
nezavisne pa je:

VY=y,'y, ...yt e

2 _ 2 2
Oy = Oy,y,..yk +oe
2 _ <2 2
Oe = Oy — 0-ylyz Yk (13)
Po definiciji je varijansa proizvoda k signala na

vremenskom intervalu T data sa:

T

1
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1 T
- T-ffl(t) (1) s i (D) - dt (14)

Sa druge strane je:
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0% = P2 — P2

(15)

Korak 4: Cemu je jednaka srednja vrednost izlaza fle§ AD

konvertora: ¥ =? Zapisimo sledeéi simbolicki integral:

+2g)k
7= w.dp, (16)
-(29)*
gde je:
Y=y g, P, (17)
a dPy elementarna verovatnoca da se ¥ desi:
dPLp = dPyl/t ) dPyz/t et dPyk/t "
'dPt'dPhl'dth'...'dPhk (18)
Kako je:
dPyi/t =6y, — fi®©O]-dy;, za i=12,..k (19
dP, ! dt 20
= (20)
dP,, = ——-dh;, =12,..k 21
=gy dh 2 21)

kona¢no dobijamo:
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) ) -8
Lako se pokazuje [4] da je za y; = const. :
+g
dh; )
J- ‘Piz—g =vy; za i=12,.k (23)
]

pa se gornji integral na kraju svodi na:



1
-4

P = -ffl(t)-fz(t)-...-fk(t)-dt (24)

Korak 5: $2 =?
Lako se pokazuje da u dvobitnoj SDMM generalno vazi:

Wl = (sgn W'+ (29)"" - W] (25)
gde je | kon¢an prirodan broj.
Zal = 2 §to je nas slucaj W2 = (2g) - |¥|, pa je:
YZog2.op2. g2
= (2% [W1] - W, | - ... Wkl = (29)% - |W| (26)
a srednja vrednost od W2 je:
W2 = (2)%- V] (27)

Ponavljajuci gore navedenu proceduru, dobija se:

1

Y2 = (2g)k-
(2g) s

: f O] 6@ o [6(O] - dt (28)

pa je najzad:

K2
oe =t(22§)t1 : flfl(t)-fz(t) e B ()] - dt
t1
t2 2
1
o e L CRACRP R
1 2
Lot f[ff(t)-fzz(t) o f2(0)] - dt
t1
t 2
+ — f f,(0) - f5() + ..o s fie () - dt (29)
t1
i konacno je:
1 (ox 7
0% =N t(z f)tl . flfl(t)-fz(t) e B ()] - dt
1 2
_tz “t, ) f[ff(t) f2(0) - .. 2] - dt (30)

SS-ML1.2 Page 4 of 4

Sto je i trebalo dokazati.

IV. ZAKLJUCAK

U radu su prikazana dva nacina izvodenja opste formule za
greSku merenja srednje vrednosti proizvoda k neprekidnih
analognih signala primenom SDMM. Jedan nacin je
primenom novog induktivnog pristupa koji su autori nazvali
inzenjerska indukcija a drugi je generalni deduktivni nacin.
Dobijena opsSta formula u oba slu¢aja je identi¢na i ima
dalekosezne posledice i primenu. Jedna ve¢ ostvarena primena
je u vrlo tatnom merenju energije vetra anemometrom sa
Soljicama. Druga vel ostvarena primena je u merenju
temperature Pt100 senzorom u nelinearnom rezimu.

Autori jo§ traze ops$tu formalnu definiciju pojma
inzenjerske idukcije i otvoreni su za diskusiju i dopunu
formalnog postupka primenjenog u ovom radu.
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ABSTRACT

The paper proposes a definition of a new engineering concept
called engineering induction. The proposal was applied in research of
the optimal structure of devices for measuring wind power and
energy and showed its efficiency and applicability.

Engineering induction - proposal of definition and one
confirmation of proposal
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