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Abstract— U radu je analizirana jedna gra evinska pregrada 
poznatih toplotnih i fizi kih karakteristika, i odre en je toplotni 
impulsni odziv pregrade u analiti kom obliku na zadate grani ne 
uslove na spoljašnjoj i unutrašnjoj površini. Odziv je odre en 
rešavanjem Fourier-ove jedna ine za zadati problem u 
frekventnom i vremenskom domenu. Na osnovu ovih rešenja 
diskutovane su dinami ke toplotne karakteristike gra evinskih 
pregrada.  

Klju ne re i— Fourier-ova jedna ina provo enja toplote. 

I. UVOD 

Poznavanje toplotnih karakteristike gra evinskih pregrada, 
zidova, prozora i vrata su od suštinskog zna aja za 
odre ivanje ponašanja gra evinskih objekata pod uticajem 
promenljivih toplotnih uticaja. Oko tre ine svetske potrošnje 
energije otpada na oblast zgradarstva [1]. Problematika iz ove 
oblasti je veoma aktuelna imaju i u vidu klimatske promene i 
politiku uštede energije u gra evinskom sektoru koju je 
najefikasnije sprovesti projektovanjem takozvanih energetski 
efikasnih zgrada [2,3]. Merenja temperature spoljašnjeg 
vazduha u dužem vremenskom periodu i njihova analiza u 
frekventnom domenu pokazuje da u spektrima temperature 
dominiraju komponente koje odgovaraju vremenskim 
periodima od jednog, sedam, tri meseca i godinu dana [4]. 
Standardi iz oblasti termike gra evinskih objekata koji se 
zvani no primenjuju iz ove oblasti kod nas ne predvi aju 
analizu uticaja promenjivih temperatura na gra evinake 
konstrukcije [5]. Projektovanje toplotne izolacije i hidro-
termalnih parametara gra evinskih pregrada po iva na 
konstantnim projektnim temperatrama i relativnim važnostima 
vazduha koje su vezane za lokaciju i na in koriš enja objekta 
[6]. U svetskoj praksi i literaturi koriste se dimami ki modeli 
projektovanja hidro-termalnih parametara gra evinskih 
objekata [7,8,9].  

U ovom radu je sprovedena termi ka analiza jednog 
homogenog ravnog zida koji je izložen uticaju promenljivih 
temperatura i toplotnih flukseva. Odre en je impulsni odziv 
zida na pobudu toplotnim fluksom u vidu Dirac-ove funkcije, 
koja je primenjena na obe površine zida. Kao odziv dobijeno 
je temperatursko polje u zidu u frekventnom i vremenskom 
domenu. Zid je analiziran kao linearni sistem sa dva ulaza i 
izlaza. Ulazne veli ine su gustine toplotnih flukseva na obe 
površine zida, a odziv temperatursko polje zida. 

Autor se zahval uje Ministarstvu prosvete, nauke i tehnološkog razvoja 
Republike Srbije na finasijskoj podršci za istraživanja (RS-2020-200092). 

II. MODEL  PROVO ENJA TOPLOTE U ZIDU

Provo enje toplote u vremenu t , kroz zid duž x -pravca, 
debljine L , je opisano Fourier-ovom jedna inom [10]:  

2
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gde su: ),( txT - temperaturko polje u zidu, -toplotna provodnost 

zida [ mKW / ], - gustina materijala zida ]/[ 3mkg  i c -masena 
specifi na toplota zida ]/[ kgKJ . Za  zida usvajamo da je 
konstantna što važi  u širokom intervalu temperatura za standardne 
uslove koji važe u praksi.  

Jedna inu (1) emo rešavati za dve vrste grani nih i 
inicijalnih uslova u intervalu Lx0 : 
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Sa uq i sq su ozna ene gustine toplotnih flukseva na 
površinama zida sa unutrašnje i spoljašnje strane redom, a sa 

)(t , Dirac-ova funkcija. Inicijalna temperatura zida je nula, 
jer nas ne interesuju tranzijentna rešenja (1) ve  odziv na 
grani ne uslove definisane sa )(tqu i )(tqs . Naime, 
tranzijentna rešenja sa protokom vremena teže ka nuli [10], 
dok u gra evinarstvu su od interesa termi ki procesi koji su 
odzivi na pobude dugih trajanja, reda dana, meseca ili godine. 

Rešavanjem (1) pod grani nim uslovima a) i b) nam 
omogu avaju da koriste i princip superpozicije konstruišemo 
odziv zida na istovremene pobude proizvoljnim toplotnim 
fluksevima koriste i princip konvolucije rešenja. Naime, ako 
su rešenja (1) pod uslovima a) i b) temperaturska polja 

),(1 txTG  i  ),(2 txTG  redom, gde indeks G  u temperaturi 
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ozna ava Green-ovu funkciju, onda je temperatursko polje u 
zidu usled istovremene pobude fluksevima )(tqu i )(tqs , 

0t : 

.),()(),()(),(
0

2
0

1

t

Gs

t

Gu dtxTqdtxTqtxT (4) 

Jedna inu (1) emo rešiti najpre u frekventnom domenu. 
Primenom Laplace-ove transformacije na (1), (2) i (3) 
dobijamo: 

 0),(),( 2
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a) 1),0( sxqu , 0),( sLxqs , 0)(xT , (6) 

b) 0),0( sxqu , 1),( sLxqs , 0)(xT , (7) 

gde je /2 c . Rešenje (5), je funkcija: 

 xsxs
G eCeCsxT 21),( , (8) 

gde konstante 1C  i 2C odre ujemo iz (6) i (7). Primenom 
grani nih uslova (6), imaju i u vidu (2), nalazimo za 1C  i 2C
: 
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Zamenom u (8) dobijamo rešenje (5) za uslove (6): 
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Koriš enje grani ni uslova (7), konstante u (8) 
zadovoljavaju uslove, 21 CC , kao i: 

s
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što daje,            
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Zamenom u (8), rešenje (5) za grani ne uslove (7) je: 

 .
)(

)(1),(2 sLshs
sxchsxTG  (10) 

Temperaturska polja ),(2/1 sxTG predstavljaju impulsne 
odzive, tj. Green-ove funkcije temperature u zidu u 

frekventnom domenu. Da bi odredili ove funkcije u 
vremenskom domenu, potrebno je odrediti njihove inverzne 
Laplace-ove transformacije, tj. ),(1 txTG  �-1[ )],(1 sxTG . 
Prema teoremi o rezidijumu kompleksne funkcije, imamo da 
je : 
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gde su ns  polovi funkcije ),(1 sxTG . Polovi ns  su nule izraza 
u imeniocu (9), tj. rešenja jedna ine: 

 

 0)( sLshs . (12) 

Za odre ivanje nula (12) koristimo Weierstrass-ov razvoj 
funkcije )( sLsh : 
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Ostatak (9) u nuli 0s  se dobija iz grani ne vrednosti: 

 

 
L

n
sLLs

esLxchss

n

st

ss 2

1
22

220
1

1

])([)(lim1
0

. (13) 

Ostaci (9) u nulama 22

2)(
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nsn su grani ne vrednosti 
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koji posle primene L'Hopital-ovog pravila na prvi razlomak 
daje, 
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Pri izvo enju (14) koriš eni su identiteti, njnch )1()( i 
)/)(cos()/)(( LLxnLLxjnch .  

Kona no, � -1[ )],(1 sxTG  je data izrazom: 
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Ponavljanjem istog postupka nalazimo �-1[ )],(2 sxTG , tj. 
),(2 txTG : 
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U praksi se kontrolisana toplotna pobuda zida ostvaruje 
postavljanjem metalnih plo a sa greja em na površinama zida, 
tako da se željena promena temperature i gustine toplotnog 
protoka mogu realizovati  na kontrolisan na in [11]. Neka su 
za 0t uspostavljene konstantne gustine toplotnih flukseva 
na unutrašnjoj i spoljašnjoj površini zida uq i sq . U tom 
slu aju temperatursko polje koje se uspostavi u zidu posle 
dovoljno dugog vremena jednako: 
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što nakon integracije, imaju i u vidu (15) i (16) daje: 
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III. TRANSFER MATRICA TOPLOTE 
Poznavanje temperaturskog polja u zidu omogu ava 

formiranje termi ke transfer matrice zida koja povezuje 
temperature i toplotne flukseve na njegovim površininama u 
frekventnom domenu. Standardni oblik transfer matrice, koja 
se naziva Z matrica, povezuje temperaturu i gustinu toplotnog 
fluksa sa jedne strane i istih veli ina sa druge strane zida [12]:  
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gde su indeksima u i s, ozna ene veli ine sa unutrašnje i 
spoljašnje površine zida. Fizi ka zna enja elemenata matrice 

ijz su slede a: 11z - faktor amplitude temperature, amplituda 

temperature sT , kada je amplituda KTu 1 ; 11 =Arg( 11z )- 
razlika faza temperatura sT i uT ; 12z -amplituda temperature 

sT  kada je 2/1 mWqu ; 12 -razlika faza sT i uq ; 21z -
amplituda gustine toplotnog fluksa sq  koja je rezultat Dirac-

ove pobude temperaturom uT  amplitude 1K;  21 -razlika faza 

sT  i uq ; 22z -amplituda gustine fluksa sq  ako je 
2/1 mWqu ; 22 -razlika faza gustina toplotnih flukseva sa 

obe strane zida. 

Pored elemenata Z matrice, za opis toplotnih dinami kih 
kakteristika pregrada koristi se veli ina koja predstavlja 
vremensko kašnjenje maksimuma odziva u odnosu na trenutak 
maksimuma pobude. Na primer, kašnjenje maksimuma 
temperature sT  u odnosu na trenutak maksimuma pobude 
fluksom uq je [12]: 

 )arg(
2 12zTt f . (20) 

Toplotni kapacitet površina zidova, sa unutrašnje i spoljašnje 
strane, izloženih periodi noj toplotnoj pobudi se dobija preko 
izraza, redom: 
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Da bi odredili elemente Z matrice date sa (19) potrebno je 
povezati grani ne uslove koriš ene u radu koji se mogu 
predstaviti u matri nom obliku na slede i na in: 
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gde su ijg , ( 2 ,1, ji ) kompleksne funkcije koje povezuju 
fluskeve na obe površine zida sa njihovim temperaturama. 
Ako (19) i (22) prikažemo u razvijenom obliku, imamo: 

 

 ),()()( 1211 sqzsTzsT uus  (23) 

 ),()()( 2221 sqzsTzsq uus  (24) 

kao i 

 ),()()( 1211 sqgsqgsT suu  (25) 
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Ako izrazimo )(sqs iz (25), tj., 
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i uporedimo sa (24), dobijamo, 
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Ako zamenimo (27) u (26), imaju i u vidu (28), dobijamo, 
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Pore enjem (29) sa (23), dobijamo da su: 
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Dakle, (22) se može prikazati preko elemenata Z matrice na 
slede i na in: 

 .
)(
)(

1

)(
)(

21

11

21

22112112

2121

22

sq
sq

z
z

z
zzzz

zz
z

sT
sT

s

u

s

u
 (31) 

Ostaje da izrazimo elemente Z matrice preko po etnih 
uslova (6) i (7). Na osnovu (6) iz (31) imamo: 
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Rešavanjem (32) i (33) dobijamo: 
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Imaju i u vidu izraze za temperaturska polja (9) i (10), 
eksplicitni oblik (19) postaje: 
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Matrica Z  ima determinantu ija je vrednost jednaka jedinici, 
tj.: 
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pa se (31) može prikazati na slede i na in: 
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IV. DINAMI KE TOPLOTNE KARAKTERISTIKE PREGRADNIH 
ZIDOVA 

Model temperaturskog polja i dinami ke toplotne 
karakteristika pregrada iznetih u prethodna dva poglavlja 
emo primeniti na  gra evinske zidove od betona i opeke ije 

su fizi ke i toplotne karakteristike date u Tabeli I: 

 
TABELA I. TOPLOTNE I FIZI KE KARAKTERISTIKE MATERIJALA ZIDOVA  

   [kg/m3] C [J/kgK] [W/mK] L[m] 

beton 2100 960 2 0,3 

opeka 1600 920 0,64 0,3 

 

Z matrice (19) za beton i opeku, imaju i u vidu Tabelu I, koje 
odgovaraju dnevnim varijacijama temperature i gustine 
toplotnog fluksa,  tj. za period hT 24 , su: 

 

 9,277,026,2887,45
156,0096,09,277,0

jj
jj

Zbeton , 

 
.

32,72445,59
87,035,032,7

jj
jj

Zopeka  (37) 

U Tabeli II su prikazane brojne vrednosti modula matri nih 
elemenata (37), tj. ijz , kao i vremensko kašnjenje 
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maksimuma odziva u odnosu na trenutak maksimuma 
odgovaraju e pobude (20). 
 

TABELA II. ELEMENTI Z MATRICE I KAŠNJENJA ODZIVA 

beton ijz  ][htij  opeka ijz  ][htij  

11z  3 -5 11z  7,8 -1,5 

12z  0,184 3,9 12z  0,94 7,47 

21z  53,87 21,9 21z  64,1 1,46 

22z  3 -5 22z  7,8 -1,5 

1k  60,5 [J/m2K] 1k  28 [J/m2K] 

 

Iz Tabeli II vidimo da zid od opeke, iste debljine kao od 
betona,  ima bolje toplotne dinami ke karakteristike: ima bolji 
odnos temperatura sa unutrašnje i spoljašnje strane (7,8:3), 
manji površinski toplotni kapacitet (28:60,5), bolji odnos 
unutrašnje temperature i spoljašnjeg fluksa (fluksa gubitaka) 
(0,94:0,184). Vidimo da je brzina prostiranja amplitude 
temperature u betonu manja nego u opeci (5:1,5), jer beton 
ima ve i toplotni kapacitet i ve u gustinu, dok za prostiranje 
amplitude fluksa važi obrnuto, (7,47:3,9). 

  Na Sl. 1 su prikazane Green-ove funkcije temperature 
),(1 txTG  i ),(2 txTG  u zidu od betona, debljjine mL 3,0 , za 

4 vremenska trenutka: 1h, 6h, 12h i 24h. Po etna temperatura 
zida u trenutku 0h je 00C. 

 Na Sl. 2 su prikazane Green-ove funkcije 
temperature ),(1 txTG  i ),(2 txTG  u zidu od opeke, debljjine 

mL 3,0 , za 4 vremenska trenutka: 1h, 6h, 12h i 24h. 
Po etna temperatura zida u trenutku 0h je 00C. 

Green-ove funkcije na Sl. 1 i 2 su opadaju e funkcije 
koordinate i vremena koje posle približno 24h od trenutka 
pobude toplotnim fluksom imaju približno konstantnu 
vrednost, tj. za to vreme se temperatura zida ujedna i po 
itavom preseku zida. Za Green-ove funkcije jednoslojne 

pregrade, ),(1 txTG  i ),(2 txTG , uvek važi ogledalasta 
simetrije, tj.: 

 

),(),( 21 tLxTtxT GG , 

što se vidi sa Sl. 1 i 2 i iz (15) i (16). Green-ove funkcije 
temperature na površini zida na kojoj deluje impulsna pobuda 
gustinom toplotnog fluksa za opeku imaju ve u vrednost od 
one iste za beton jer, kao što je re eno, opeka ima manji 
toplotni kapacitet od betona. 

 

V. ZAKLJU AK 

U radu je prezentovana metoda odre ivanja Green-ovih 
funkcija temperaturskog polja unutar ravne gra evinske 
pregrade rešavanjem Fourier-ove jedna ine provo enja toplote 
u frekventnom domenu. Struktura je pobu ivana gustinom 
toplotnog fluksa u vidu jedini ne Dirac-ove delta funkcije na 
površinama zida. Ovakav pristup omogu ava dobijanja rešenja 
temperaturskog polja u analiti kom obliku kao i dobijanje 
odziva na proizvoljne istovremene pobude toplotnim 
fluksevima na obe površine zida. Prezentovana metoda je 
prakti na jer se na osnovu merenja samo toplotnih flukseva na 
površinama zida   može odrediti temperatursko polje unutar 
zida. Metoda se može primeniti i na višeslojne ravne, kao i 
zidove cilindri ne i sferne simetrije. Pored toga, mogu e je 
konstruisati Z matricu zida iz koje proizilaze sve dinami ke 
toplotne karakteristike zida. 
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betona ije su karakteristike date u Tabeli I. 

Sl. 2 Green-ove funkcije temperature (15) i (16) za zid od opeke ije 
su karakteristike date u Tabeli I. 
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ABSTRACT 

In this paper, a construction partition with known thermal 
and physical characteristics was analyzed. The thermal impulse 
response of the partition was determined analytically based on 
specified boundary conditions on the external and internal surfaces. 
The response was obtained by solving Fourier's equation for the 
given problem in both the frequency and time domains. Based on 
these solutions, the dynamic thermal characteristics of construction 
partitions were discussed. 
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