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Abstract— U radu je analizirana jedna gradevinska pregrada
poznatih toplotnih i fizickih karakteristika, i odreden je toplotni
impulsni odziv pregrade u analitickom obliku na zadate grani¢ne

.....

reSavanjem Fourier-ove jedna¢ine za zadati problem u
frekventnom i vremenskom domenu. Na osnovu ovih resenja
diskutovane su dinamicke toplotne karakteristike gradevinskih
pregrada.

Kljucne reci— Fourier-ova jednacina provodenja toplote.

1. Uvop

Poznavanje toplotnih karakteristike gradevinskih pregrada,
zidova, prozora 1 vrata su od sustinskog znaCaja za
odredivanje ponaSanja gradevinskih objekata pod uticajem
promenljivih toplotnih uticaja. Oko trecine svetske potro$nje
energije otpada na oblast zgradarstva [1]. Problematika iz ove
oblasti je veoma aktuelna imajuci u vidu klimatske promene i
politiku ustede energije u gradevinskom sektoru koju je
najefikasnije sprovesti projektovanjem takozvanih energetski
efikasnih zgrada [2,3]. Merenja temperature spoljaSnjeg
vazduha u duzem vremenskom periodu i njihova analiza u
frekventnom domenu pokazuje da u spektrima temperature
dominiraju  komponente koje odgovaraju vremenskim
periodima od jednog, sedam, tri meseca i godinu dana [4].
Standardi iz oblasti termike gradevinskih objekata koji se
zvani¢no primenjuju iz ove oblasti kod nas ne predvidaju
analizu uticaja promenjivih temperatura na gradevinake
konstrukcije [5]. Projektovanje toplotne izolacije i hidro-
termalnih parametara gradevinskih pregrada pociva na
konstantnim projektnim temperatrama i relativnim vaznostima
vazduha koje su vezane za lokaciju i nacin koris¢enja objekta
[6]. U svetskoj praksi i literaturi koriste se dimamicki modeli
projektovanja  hidro-termalnih  parametara  gradevinskih
objekata [7,8,9].

U ovom radu je sprovedena termic¢ka analiza jednog
homogenog ravnog zida koji je izlozen uticaju promenljivih
temperatura i toplotnih flukseva. Odreden je impulsni odziv
zida na pobudu toplotnim fluksom u vidu Dirac-ove funkcije,
koja je primenjena na obe povrsine zida. Kao odziv dobijeno
je temperatursko polje u zidu u frekventnom i vremenskom
domenu. Zid je analiziran kao linearni sistem sa dva ulaza i
izlaza. Ulazne veliCine su gustine toplotnih flukseva na obe
povrsine zida, a odziv temperatursko polje zida.
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II. MODEL PROVOPENJA TOPLOTE U ZIDU
Provodenje toplote u vremenu ¢, kroz zid duz x -pravca,
debljine L, je opisano Fourier-ovom jednac¢inom [10]:
OT(x,t) A 0°T(x,0) o
ot pe ox?

gde su: T'(x,t) - temperaturko polje u zidu, A -toplotna provodnost
zida [W/mK ], p - gustina materijala zida [kg/m’] i ¢ -masena
specifitna toplota zida [J/kgK] . Za A zida usvajamo da je
konstantna §to vazi u Sirokom intervalu temperatura za standardne
uslove koji vaze u praksi.

JednaCinu (1) ¢emo reSavati za dve vrste granicnih i
inicijalnih uslova u intervalu O<x<L.

a) qu(lzo):_la_T :5(t) ) qs(tzo):—ﬂ,a_T =0 5
ox x=0 ox =L
Tx1=0)=0, @)
b)q”(t:O):_ﬂ’a_T :05 qs(t:()):_ia—T :5(t)
Ox x=0 ox =L
T(X,Z:O):O’. (3)

Sa q, 1 g, su oznacene gustine toplotnih flukseva na
povrsinama zida sa unutrasnje i spoljasnje strane redom, a sa
J(t) , Dirac-ova funkcija. Inicijalna temperatura zida je nula,
jer nas ne interesuju tranzijentna reSenja (1) ve¢ odziv na
grani¢ne uslove definisane sa ¢,(f) i ¢,(f) . Naime,
tranzijentna reSenja sa protokom vremena teze ka nuli [10],

dok u gradevinarstvu su od interesa termicki procesi koji su
odzivi na pobude dugih trajanja, reda dana, meseca ili godine.

Resavanjem (1) pod grani¢nim uslovima a) i b) nam
omogucavaju da koriste¢i princip superpozicije konstruiSemo
odziv zida na istovremene pobude proizvoljnim toplotnim
fluksevima koriste¢i princip konvolucije reSenja. Naime, ako
su reSenja (1) pod uslovima a) i b) temperaturska polja

To1(x,t) i Tgy(x,t) redom, gde indeks G u temperaturi
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oznacava Green-ovu funkciju, onda je temperatursko polje u
zidu usled istovremene pobude fluksevima g, ()i ¢,(f),
t>0:

T(x,t) = [q,(0) 5 (x,t —7)d7 + [ q,(0) T, (x,t — 7)dT.(4)
0 0

Jednacinu (1) ¢emo resiti najpre u frekventnom domenu.
Primenom Laplace-ove transformacije na (1), (2) i (3)
dobijamo:

2
0T(xs) T()ZC’ ) —a’sT(x,5)=0 (%)
ox
a) q,(x=0,5)=1, q,(x=L,s)=0, T(x)=0, (6)
b) q,(x=0,5)=0, g,(x=L,s)=1, T(x)=0, @)

gde je at=pclA. Resenje (5), je funkcija:

To(x,8)= Clea\/;x + Cze_“‘/;x , 8)

gde konstante C; i C, odredujemo iz (6) i (7). Primenom

grani¢nih uslova (6), imaju¢i u vidu (2), nalazimo za C, i C,

-1

c -C

Ce™ s — eV =,

odnosno,

1 *aL\/; 1 aL\/;

e e

Cf=—————F+,C=———————.
Y20 fssh(adAs) 202 Jsshals)
Zamenom u (8) dobijamo resenje (5) za uslove (6):
1 chla(x-L)s]
al ssh(als)

Koris¢enje granicni uslova (7),
zadovoljavaju uslove, C; = C,, kao i

Tgi(x,8) =

konstante u (8)

CleaL‘E - Cze_al“g —

al\/; '

-1 1
Sto daje, C,i=Ch=————.
24 ssh(als)
Zamenom u (8), reSenje (5) za grani¢ne uslove (7) je:
~1 ch(axs)

Ty (x,5) = — —SRENS) 10
0208 =7 Jssh(als) 1o

Temperaturska polja 7, (x,s) predstavljaju impulsne

odzive, tj. Green-ove funkcije temperature u zidu u

frekventnom domenu. Da bi odredili ove funkcije u
vremenskom domenu, potrebno je odrediti njihove inverzne

Laplace-ove transformacije, tj. 7, (x,¢)= U7 T (x,5)] .
Prema teoremi o rezidijumu kompleksne funkcije, imamo da
je:

Tor(v0) = TResiTy (x50} (D)

gde su s, polovi funkcije 7 (x,s) . Polovi s, su nule izraza
u imeniocu (9), tj. reSenja jednacine:

Vssh(al\/s)=0. (12)

Za odredivanje nula (12) koristimo Weierstrass-ov razvoj
funkcije sh(alqs)

w 272
sh(aL\/;) = aL\/;H[l + az_Lsz .
n=1 nm

2
Zanule (12) dobijamo, s, =0, s, z—ﬂ n=1,2,..

9
a’1?

Ostatak (9) unuli s, se dobija iz grani¢ne vrednosti:

chla(x—LWsle” 1

L lim (s —s5¢)

(13)

‘s 2.2\ 2727
O 55 0 a’Ls aAL
aLsH(H 3 2]
n=l nrrw
. (n;r)2 . .
Ostaci (9) u nulama s, =--——- su grani¢ne vrednosti
a’L

izraza:

chla(x—L)Wsle"
\/; )

koji posle primene L'Hopital-ovog pravila na prvi razlomak
daje,

L im > 5n
aA s—s, sh(aL\/;)

1 chla(x—L)ys, le™" 245
3 lim )
a” AL NSy 58y ch(aL\/;)

pa je ostatak,

azz/iL (-1" COS[@)J[“LJ t, n=12,. (14)

Pri izvodenju (14) koris¢eni su identiteti, ch(jnr)=(-1)"1i
ch(jnm(x—L)/L)=cos(nz(x—L)/L).

Konagno, [ '[ T, (x,s)] je data izrazom:
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Ty (x,1) = azlﬂ.L 1+ 2%(—1)” cos(nz(x —L)/L)e{z) ' i

15)
Ponavljanjem istog postupka nalazimo [1'[ T, (x,s)] , t.
TG2 ()C, t) :

2
nw

TGz(x,z)zaz—;L 1+2§:(—l)”cos(n7zx)/L)e{“th . (16)

n=l|

U praksi se kontrolisana toplotna pobuda zida ostvaruje
postavljanjem metalnih ploca sa grejacem na povrSinama zida,
tako da se Zeljena promena temperature i gustine toplotnog
protoka mogu realizovati na kontrolisan nacin [11]. Neka su
za t > 0 uspostavljene konstantne gustine toplotnih flukseva
U tom

slucaju temperatursko polje koje se uspostavi u zidu posle
dovoljno dugog vremena jednako:

na unutrasnjoj i spoljasnjoj povrsini zida g, i q, .

t t
T(x,0)=q,[Tg(x,t —7)dr +q,[ T, (x,t —7)dz,  (17)
0 0

Sto nakon integracije, imajuci u vidu (15) i (16) daje:

20217
(qu_qs)t"" B :
V4
T(xat) = 2 *(ﬂjzt .
a” AL ®1_e \oL q, cos(nx(x—L)/L)-
R {qscos(m/m J

(18)
III. TRANSFER MATRICA TOPLOTE

Poznavanje temperaturskog polja u zidu omogucava
formiranje termicke transfer matrice zida koja povezuje
temperature 1 toplotne flukseve na njegovim povrSininama u
frekventnom domenu. Standardni oblik transfer matrice, koja
se naziva Z matrica, povezuje temperaturu i gustinu toplotnog
fluksa sa jedne strane i istih velic¢ina sa druge strane zida [12]:

T (s z zn | T, (s
{ i )H n 12}{ u )} 19
q,(s) Zy1 23] 4,(5)

gde su indeksima u i s, oznacene veli¢ine sa unutrasnje i

spoljadnje povrsine zida. Fizi¢ka znaCenja elemenata matrice

z; su sledeca: |z;| - faktor amplitude temperature, amplituda
temperature 7, kada je amplituda 7, =1K ; ¢;; =Arg(z;;)-

razlika faza temperatura 7, i 7, ; |zlz|-amplituda temperature

T, kada je g, =IW/m*; ¢, -razlika faza T, iq, ; |z21] -

amplituda gustine toplotnog fluksa g, koja je rezultat Dirac-
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ove pobude temperaturom 7, amplitude 1K; ¢, -razlika faza

T, i q, ; |zp| -amplituda gustine fluksa ¢, ako je

q, =W/ m?; ¢y, -razlika faza gustina toplotnih flukseva sa
obe strane zida.

Pored elemenata Z matrice, za opis toplotnih dinamickih
kakteristika pregrada koristi se veli¢ina koja predstavlja
vremensko kaSnjenje maksimuma odziva u odnosu na trenutak
maksimuma pobude. Na primer, kaSnjenje maksimuma

temperature 7, u odnosu na trenutak maksimuma pobude

fluksom g, je [12]:

T
At , =—arg(z,,) . 20
[y g(z1,) (20)

Toplotni kapacitet povrsina zidova, sa unutrasnje i spoljasnje
strane, izlozenih periodi¢noj toplotnoj pobudi se dobija preko
izraza, redom:

z; —1

kl_T 222—1‘

T
EE— , k., =
2z 2

o

(2]

Z1p Z1p

Da bi odredili elemente Z matrice date sa (19) potrebno je
povezati grani¢ne uslove koris¢ene u radu koji se mogu
predstaviti u matri¢cnom obliku na slede¢i nacin:

|:TM(S):|:|:gll g12:||:qu(s):|
T(s)| |&u &n]4,()]

gde su g;, (i,j=1,2) kompleksne funkcije koje povezuju

(22)

fluskeve na obe povrSine zida sa njihovim temperaturama.
Ako (19) 1 (22) prikazemo u razvijenom obliku, imamo:

T, (s) =z, T, (s) + 2154, (5), (23)
qs(s):ZZITu(s)+Z22qu(S)7 (24)
kao i
T,(s) = €19, () + 8129, (5), (25)
Ti(s) = 8219, (5) + €29, (). (26)
Ako izrazimo g, (s)iz (25), tj.,
1
4,(s) =—T,(5) - =g, (), @7

812 812

i uporedimo sa (24), dobijamo,
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1 z
_ __Z;»
81 = > 8 =" -
21 271

(28)

Ako zamenimo (27) u (26), imajuci u vidu (28), dobijamo,

T(8) = 221801, () + (821 + 822222)q,(s) . (29)
Poredenjem (29) sa (23), dobijamo da su:
2y Z12221 T 211220
=" & ~=~—
271 271 (30)

Dakle, (22) se moze prikazati preko elemenata Z matrice na
slede¢i nacin:

_Z» e

{Tu(s)}_ 2 Z [qu(s)}

T(s)] |2 -2uZn Zn | g,()]  GD
27 Zy

Ostaje da izrazimo elemente Z matrice preko pocetnih
uslova (6) i (7). Na osnovu (6) iz (31) imamo:

T,(s) = Tgy (x = 0,5) = — -2

71
Z1\Z
T,(s) =Ty (x =0,5) =z, — 12, (32)
271
aiz (7)1 (31) sledi,
1
T,(s)=Tg(x=L,s)=—,
271
T,(s)=Tgy(x=Los) =1L, (33)

221
Resavanjem (32) i (33) dobijamo:

_ Tor(x=1L,s)

z - E)
U T (x=L,s)

_ TGl(x:Las)TGZ(x:()aS)_TGl(x:O’S)TGZ(x:L’S)

12 TGl(sz,s)
T =0
Zy S s Z2) =_—Gl(x :5) )
T (x=L,s) T (x—=L,s)

Imaju¢i u vidu izraze za temperaturska polja (9) i (10),
eksplicitni oblik (19) postaje:

1 sy el ALVs)

T)| | —chypc/ALis) T,(s)
LS(SJ‘ Vs qu<s>}'
Jlssh e/ ALs)  —cH el ALs)

(35)

Matrica Z ima determinantu ¢ija je vrednost jednaka jedinici,
tj.:

det Z = ch®(Jpe/ ALs) = sh> (Jpc ALs) =1,

pa se (31) moze prikazati na slede¢i nacin:

FL (S)} _ 1 _
T.(9) | Jpcalssh([pc! ALs)

ch(\[ e ALs) 1 [% (S)}
-1 —ch(\pe/ ALNs) | q,(s) |

(36)

IV. DINAMICKE TOPLOTNE KARAKTERISTIKE PREGRADNIH
ZIDOVA

Model temperaturskog polja 1 dinamicke toplotne
karakteristika pregrada iznetih u prethodna dva poglavlja
¢emo primeniti na gradevinske zidove od betona i opeke cije
su fizicke i toplotne karakteristike date u Tabeli I:

TABELA I. TOPLOTNE I FIZICKE KARAKTERISTIKE MATERIJALA ZIDOVA

p [kg/m’] | C[)/kgKl | AIW/mK] | L[m]
beton 2100 960 2 0,3
opeka 1600 920 0,64 0,3

Z matrice (19) za beton i opeku, imajuéi u vidu Tabelu I, koje
odgovaraju dnevnim varijacijama temperature i gustine
toplotnog fluksa, tj. za period T =24k, su:

S [ 077-j29  0096+0156
beton =1 _ 4587+ j2826  0,77-j2,9 |’
72-j3  —035+ 0,87
Zupeka = . . . (37)
~-5945— 24 12— 3

U Tabeli II su prikazane brojne vrednosti modula matri¢nih

elemenata (37), tj. |Zi/‘| , kao 1 vremensko kasnjenje
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maksimuma odziva u odnosu na trenutak maksimuma
odgovarajucée pobude (20).

TABELA 1I. ELEMENTI Z MATRICE I KASNJENJA ODZIVA
beton |Z,-j| Aty [h] opeka |Z,-j| Aty;[h]
211 3 -5 11 7,8 -1,5
z, |0184 39 1 0,94 7,47
z,, | 53,87 | 21,9 ) 64,1 1,46
zy |3 5 Z3 7,8 -1,5
Ky 60,5 [J/m’K] ky 28 [J/m’K]

Iz Tabeli II vidimo da zid od opeke, iste debljine kao od
betona, ima bolje toplotne dinamicke karakteristike: ima bolji
odnos temperatura sa unutrasnje i spoljasnje strane (7,8:3),
manji povrSinski toplotni kapacitet (28:60,5), bolji odnos
unutras$nje temperature i spoljasnjeg fluksa (fluksa gubitaka)
(0,94:0,184). Vidimo da je brzina prostiranja amplitude
temperature u betonu manja nego u opeci (5:1,5), jer beton
ima veci toplotni kapacitet i ve¢u gustinu, dok za prostiranje
amplitude fluksa vazi obrnuto, (7,47:3,9).

Na Sl. 1 su prikazane Green-ove funkcije temperature
T (x,t) 1 Tgo(x,¢) u zidu od betona, debljjine L =0,3m , za
4 vremenska trenutka: 1h, 6h, 12h i 24h. Pocetna temperatura
zida u trenutku Oh je 0°C.

Na SI. 2 su prikazane Green-ove funkcije
temperature T (x,¢) i T, (x,¢) u zidu od opeke, debljjine
L=03m , za 4 vremenska trenutka: 1h, 6h, 12h i 24h.
Pocetna temperatura zida u trenutku Oh je 0°C.

Green-ove funkcije na SL. 112 su opadajuce funkcije
koordinate i vremena koje posle priblizno 24h od trenutka
pobude toplotnim fluksom imaju priblizno konstantnu
vrednost, tj. za to vreme se temperatura zida ujednaci po
¢itavom preseku zida. Za Green-ove funkcije jednoslojne
pregrade, Tgi(x,t) i Tgo(x,t) , uvek vazi ogledalasta
simetrije, tj.:

w07

Ted'cl

) 00 o 0z 03

Sl. 1 Green-ove funkcije temperature (15) i (16) za zid od
betona ¢ije su karakteristike date u Tabeli I.
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W =
—en

Am] it

SI. 2 Green-ove funkcije temperature (15) i (16) za zid od opeke Cije
su karakteristike date u Tabeli I.

TGl(xat) =_TG2(x_Lal) >

Sto se vidi sa SI. 112 1 iz (15) i (16). Green-ove funkcije
temperature na povrsini zida na kojoj deluje impulsna pobuda
gustinom toplotnog fluksa za opeku imaju vecu vrednost od
one iste za beton jer, kao §to je reéeno, opeka ima manji
toplotni kapacitet od betona.

V. ZAKLJUCAK

U radu je prezentovana metoda odredivanja Green-ovih
funkcija temperaturskog polja unutar ravne gradevinske
pregrade reSavanjem Fourier-ove jednacine provodenja toplote
u frekventnom domenu. Struktura je pobudivana gustinom
toplotnog fluksa u vidu jedini¢ne Dirac-ove delta funkcije na
povrsinama zida. Ovakav pristup omogucéava dobijanja resenja
temperaturskog polja u analitickom obliku kao i dobijanje
odziva na proizvoljne istovremene pobude toplotnim
fluksevima na obe povrSine zida. Prezentovana metoda je
prakti¢na jer se na osnovu merenja samo toplotnih flukseva na
povrsinama zida moze odrediti temperatursko polje unutar
zida. Metoda se moze primeniti i na viSeslojne ravne, kao i
zidove cilindri¢ne i sferne simetrije. Pored toga, moguce je
konstruisati Z matricu zida iz koje proizilaze sve dinamicke
toplotne karakteristike zida.
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ABSTRACT

In this paper, a construction partition with known thermal
and physical characteristics was analyzed. The thermal impulse
response of the partition was determined analytically based on
specified boundary conditions on the external and internal surfaces.
The response was obtained by solving Fourier's equation for the
given problem in both the frequency and time domains. Based on
these solutions, the dynamic thermal characteristics of construction
partitions were discussed.

DYNAMIC THERMAL CHARACTERISTICS OF
HOMOGENEOUS BUILDING PARTITIONS

Goran Todorovi¢
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