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Abstract— Predstavljena je analiza transporta toplote kroz
viSeslojne gradevinske pregrade u nestacionarnom slucaju u
vremenskom domenu. Razamatrani su pristupi bazirani na Grin-
ovim funkcijama i konvoluciji kao i modelovanje nestacinarnih
termickih procesa koriS¢enjem ekvivlaentnog RC kola. Pokazano
je da je sa prakti¢nog stanovista, pri analizi termalnih gubitaka u
gradevinskim objektima, metod baziran na Grin-ovim
funkcijama i konvolucionom integralu u vremenskom domenu
pogodoniji za odredivanje fluksa toplotnih gubitaka kroz
viSeslojne pregrade u slu¢ajevima kada su poznate vemenski
promenljive temperature vazduha sa spoljaSne i unutrasnje
strane posmatrane strukture, dok je modelovanje bazirano na
ekvivalentnom elektricnom RC kolu pogodnije u slu¢ajevima
kada su poznate vremenski zavisna spoljasSnja temperatura
vazduha i snaga unutrasnjih grejnih tela. U modelu baziranom na
RC kolu mogude je uzeti u obzir i toplotne gubitke kroz pod kao i
toplotni kapacitet prostorije, $to je u sluaju pristupa baziranog
na Grin-ovim funkcijama u vremenkom domenu znatno sloZenije.
Na osnovu razvijenog numerickog RC modela dobijene su
toplotne dinamicke karakteristike posmatranog viSeslojnog zida u
vidu vremenskih konstanti za razli¢ite delove konstrukcije.

Kljucne reci— transport toplote; viseslojne strukture; Grin-ova
Sfunkcija; nestacionarni reZim; ekvivalentno RC kolo.

1. Uvob

Transport toplote kroz viSeslojne planarne strukture ima
veliki uticaj na termalne performanse i prakti¢nu primenu pri
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analizi energetske efikasnost gradevinskih objekata [1]. Pored
toga analiza fizickih procesa vezanih za transport toplote kroz
slozene strukture je od praktiCnog interesa i u razliitim
oblastima industrije gradevinarstva, elektrotehnike i tehnologije
[2]. U analizi transporta toplote u viSeslojnim planarnim
strukturama u nestacionarnim uslovima u opStem slucaju
koriste se analiticke i numericke metode u vremenskom ili
komplesknom domenu [3-7]. Sa stanovsta prakti¢nih primena
analiza u vremenskom domenu je pogodna jer omoguéava
direktnu procenu termickih parametara posmatrane strukture
koji su od prakticnog interesa [8], [9]. Metode analize u
frekventnom domenu uglavnom poc¢ivaju na primeni Fourie—
ove ili Laplas—ove transformacije na polazni problem sa
odgovarajuéim pocetnim i grani¢nim uslovima. U slucaju
viseslojnih struktura potrebno je uzeti u obzir i grani¢ne uslove
na razdvojnim povr§inama (matching conditions) §to dodatno
usloznjava analizu [6], [7]. U praktiénim primenama analiza u
frekventnom domenu se vrlo ¢esto svodi na analizu na jednoj
karakteristicnoj frekvenciji, za koju se obicno usvaja ucestanost
dnevnih ili sezonskih varijacija spolja$nje temperature [10].

Ovim se znatno olakSava analiza. Jedna od analitickih
metoda koji je moguce koristiti u vremnskom i u kompleksnom
domenu pri analizi transporta toplote je pristup baziran na Grin-
ovim funkcijama (GF) [8], [19]. GF predstavlja reSenje polazne
nestacionarne Furie-ove jednaCine za posmatranu viSeslojnu
strukturu sa odgovaraju¢im graniénim uslovima u slucaju
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jedinicne Dirak-ve pobude [9]. Posto je merenje temperature
jednostavnije i pogodnije u praktiénim primenama od merenja
termalnog fluksa, u vecini prakti¢nih slucajeva kao spoljasnje
pobude se koriste temperaturske varijacije na spoljasnjim
povrSinama posmatrane strukture ili vremenske varijacije
temperature vazduha u okolini posmatrane strukture [8]. Ovako
dobijena GF iskljuivo zavisi od termalnih osobina
posmatranog materijala i geometriskih dimenzija posmatrane
strukture, odnosno debljine pojediih slojeva [8], [10]. Ako je
GF poznata, prostorna raspodela temperature i1 fluksa u
vremenskom domenu unutar posmatrane strukture se dobija kao
vremenska konvolucija dobijene GF i proizvoljne vremenski
zavisne spoljasnje pobude. Sliénu proceduru je moguce
sprovesti i u kompleksnom domenu, u ovom slucaju i
temperaturska raspodela se dobija u kompleksnom domenu
[8,9]. Analiza transporta toplote kroz viSeslojne gradevinske
pregrade u dinamickim uslovima definisana je standardom ISO
13786, 2007 [11] u frekventnom domenu. Ovaj standard
omogucava definisanje pojedinih dinamickih parametara
viSeslojne gradevinske pregrade sa stanovista transporta toplote,
na odredenim karakteristi¢nim frekvencijama. Sa druge strane
analiza u vremensko domenu omoguc¢ava mnogo detaljniji uvid
u proces transporta toplote kroz posmatranu strukturu [8], [9].
Analiza transporta toplote bazirana na analogiji sa elektri¢nim
kolima koja se sastoje od elektricne otpornosti (R) i
kondenzatora kapacitivnosti (C) se bazira na formalnoj
analogiji izmedu jednacina koje opisuju transport toplote kroz
materijal u kojima figuriSu temperatura i termicki fluksa i
jednacina koje opisuju napone i strije u RC kolu respektivno
[12]-[14]. U ovoj analogiji koli¢ina toplote i toplotna
kapacitivnost nekog dela posmatrane sredine su formalno
analogni koli¢ini elektriciteta i elektricnoj kapacitivnosti
respektivno a provodenje toplote je anlogno punjenju i
praznjenju kondenzatora u RC kolu. U skaldu sa ovom
analogijom elektri¢ne otpornosti i kapacitivnosti kondenzatora
analogne su termickim otpornostima i kapacitivnostima
respektivno [14]. Ovakav pristup je raSiren u literaturi koja se
bavi transportom toplote u sloZzenim viseslojnim strukturama. U
pojednostavljenim slucajevima kada se koristi mali broj
idealizovanih RC elemenata ovakv pristup je poznat pod
nazivom ,,Lumped Parameter Model” (LPM) [15]. Kori$¢enjem
ekvivalentnog RC kola u analizi transporta toplote se svodi na
pronalazenje ekvivalentnih napona i struja u posmatranom kolu
koje odgovaraju temperaturama i gustinama termickih flukseva
respektivno, i ova analiza se uglavnom vrsi u kompleksnom
domenu. Rezultati u dinamickim uslovima u vremenskom
domenu se dobijaju inverznom Laplas-ovom transformacijom
ili koris¢enjem Grin-ove funkcije za posmatrano RC kolo i
konvolucionog integrala [16].

II. MODELOVANIJE TRANSPORTA TOPLOTE U VISESLOINIM
PLANARNIM STRUKTURAMA

Provodenje toplote kroz viseslojne planarne strukture u
nestacionarnom slucaju se modeluje vremenski zavisnom Furie-
ovom jednacinom sa korespodentnim grani¢nim i pocetnim
uslovima. Parcijalna diferencijalna jednacina (PDJ) koja opisuje
transport toplote kondukcijom u n—tom sloju posmatrane
planarne strukture u nestacionarnom slucaju je data slede¢om
relacijama [17], [18]:

OTp(xt) _ 1 5} ( 6Tn(x,t))
at - PpnCn O0x n dx
x € [xn—l'xn]'n = 1,2,"',N;

(1)

gde su pn, An i cn gustina [kg/m3], termicka provodnost
[W/m-K] i masena specificna toplota materijala [J/kg-K] u n—
tom sloju pri ¢emu je x—osa orijentisana normalno na
posmatranu strukturu tako da su pojedini slojevi unutar
strukture rasporedeni duz x ose, sa t je oznaCeno vreme.
Temperaturska raspodela unutar n—tog sloja je oznacena sa
Tn(x,t), x—koordinate grani¢nih povrsina ismedu n—-tog i n+1
sloja su oznacene sa xn i ukupan broj slojeva u opstem slucaju
je oznacen sa N. Neophodno je napomenuti da u datom slucaju
pretpostavljeno da se transport toplote obavlja samo u smeru
x—0se odnosno u normalnom pravcu na posmatranu ravansku
strukturu. Ova pretpostavka je ispunjena samo pod uslovom da
su debljine pojedinih slojeva mnogo manje od lateralnih
dimenzija cele strukture. U ovom slucaju se jednacina
provodenja toplote svodi na jednodimenzionu (1D) PDJ datu
relacijom (1). Ova pretpostavka je zadovoljena u velini
prakticnih slucajeva vezanih za pregrade ili zidove u
gradevinskim objektima. U slucaju da ovaj uslov nije ispunjen
neophodno je analizirati dvodimenzionu (2D) ili
trodimenzionu (3D) jednacinu provodenja toplote. Ovakav
sluéaj se javlja pri analizi toplotnih gubitaka u gradevinskim
objektima kada je neophodno ukljuctit liniske ili tackaste
gubitke kada su korespodentne jednacine provodenja 2D i 3D
respektivno. U relaciji (1) je pretpostavljeno sa su svi termicki i
fizicki parametri pojedinih materijala u slojevima posmatrane
strukture konstantni i nezavisni od temperature tako da se cela
struktura sastoji od N homogenih slojeva i razmatrani problem
je linearan [8]. Ovaj uslov linearnosti je zadovoljen za
spoljasnje temperature vazduha koje se javljaju u praksi.
Neophodno je napomenuti da termalni parametri materijala kao
§to je termicka provodnost zavise i od drugih fizi¢kih
parametara kao $to je vlaznost posmatranog materijala [18].
Sematski prikaz posmatrane viseslojne strukture dat je na Slici
1. Ukupna debljina strukture je oznacena sa L, dok je debljina
n—tog sloja jednaka d,,.

T,(x,t) T,(x.t) Ty(x)
Ap Py €4 | A2 P2 G A Py Cy
o] >
X
al L >

SI. 1. Razmatrana viSeslojna planarna struktura sa dimenzijama, fizickim
parametrima materijala i temperaturskom raspodelom u pojedinm
slojevima

Pocetni i grani¢ni uslovi dati su slede¢im relacijama [8],
[9]:
T (x,t =0) = Ty(x),x € [xp_1, xp],n=1,2,-,N

Ty (x,t)

ay - (T, () — Ty (x, )| x=0) = =41 1(,;{ lx=0, 2)
TN (xt)

a - (TN(X, ) x=r, — Ts(f)) =—Ay- ngx =1,
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gde su a; i a» [W/m*K] koeficijenti prelaza toplote u
granicnom sloju (boundary layers) na spoljasSnjim
povrSinama posmatrane strukture. U slucaju gradevinskih
struktura koeficijenti prelaza toplote su razli¢iti sa unutrasnje
i spoljasnje strane pregrade ili fasadnog zida zbog razli¢itih
fizickih uslova i njihove numericke vrednosti su odredene
domacim standardom SRPS EN ISO 6946 i jednake su 7,69
u 25 [W/m*K] sa unutra$nje i spoljaSnje strane objekta
respektivno. Ove vrednosti ukljucuju transport toplote u
grani¢énom sloju usled kondukcije, konvekcije i radijacija
[19]. Temperaturska raspodela u poctnom trenutku ¢ = 0 je
data sa Ty(x) dok su Ty(?) i Tu(?) vremenski promenljive
temperature vazduha sa spoljaSnje 1 unutrasnje strane
pregrade respektivno. Ako su termalni kontakti izmedu
pojedinih slojeva idealni temperature i termalni fluksevi na
spojevima pojedinih materijala su jednaki u oba materijala,
odnosno vaze slede¢i uslovi na spojevimna izmedu slojeva
(matching conditions) [8], [9]:

T (x, t)lx:xn =Thi(x, t)lx:xn:

PRLTED)) ~ 2 ATpa1(x,t) 3)
n' T g |x=xn M+l 5 |x=xnt

U slucaju kada termalni kontakti izmedu pojedinih slojeva
nisu idelani i kada postoje povrSinske termalne otpornosti na
kontaktima slojeva neophodno je modifikovati uslove date
gornjim relacijama [8].

A. Pristup baziran na Grin—ovoj funkciji

Uvodenjem pogodne transformaije za temperatursku
raspodelu moguée je nehomogene granicne uslove date
relacijom (2) transformisati u homogene dok se polazna
homogena PDJ data sa (1) transformiSe u nehomogenu
jednacinu. Na ovaj nain moguce je reSenje polaznog
problema (1-3) izraziti u pogodnom analitickom obliku
pomocu Grin—ove funkcije. Transformacije za temperatursku
raspodelu u n—tom sloju datu su slede¢om relacijama [17]:

T,(x,t) =T, (x,t) + U(x, t),
Ulx,t) =T, (1) - fi(x) + Ts(8) - fo(x),

gde su fi(x) 1 fo(x) pomoéne bezdimenzione funkcije koje
zavise samo od prostornih koordinata, T,?) 1 Ts(t) su
vremenski zavisne temperature vazduha sa unutrasnje i
spolja$nje strane pregrade respektivno, dok vli¢ina T™,(x,?)
predstavlja transformisanu temperaturu. Pomocne funkcije
/12 zadovoljavaju sledece relacije [17], [8]:

af1(x)
ay - (1= fi()]x=0) = =21 ;xx lx=0/
3fa(x)
az (f200)|x=, — 1) = Ay - ;xx =1, )

k2 C0f12(x )Y _
> (An — ) =0,x € [x,_1, Xn]-

(4)

Prve dve jednaCine u gornjim relacijama proizilaze iz
granicnih uslova za temperatursku raspodelu. Iz gornjih
relacija se vidi da pomoéne funkcije f;» brojno odgovaraju
stacionarnim temperaturskim raspodelama u posmatranoj
strukturi za konstantne jedini¢ne temperaturske pobude u
vazduhu sa unutra$nje 1 spoljaSnje strane pregrade
respektivno. Poslednja jednacina u (5) je uvedena zbog
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pogodnosti jer se na taj nacin oblik konacnog analitickog
reSenja znatno pojednostavljuje [17], [8].

Ako su termalni kontakti izmedu slojeva u pregradi
idelani tada za pomoéne funkcije f;> 1 za transformisanu
temperaturu 77,(x,2) vaze isti uslovi na kontaktima kao i za
temperatursku raspodelu datu u relacijama (3). Koristeéi
gornja razmatranja i relacije (1-5) dolazi se do PDJ u n-tom
sloju i grani¢nih uslova za transformisanu temperaturu datih
slede¢im relacijama [8], [9]:

ATp(xt) 1 .i( 'BT;;(x,t)) Ut
at - pnCnp Ox n ox at
* 6T*(x,t)
ap - (T1 (x, t)lx:O) =1 16x [x=0 (6)
* Ty (x.t)
az - (TN(X' t)lx:L) =—Ay 'Aé—xlx=L-

Iz gomjih relacija poizilazi da se koris¢enjem
transformacije date relacijom (4) i grani¢nih uslova za
pomocne funkcije f;» datih relacijama (5) pocetni problem
dat sa homogenom PDJ (1) i nehomogenim grani¢nim
uslovima datim sa relacijama (2) transformiSe u problem
definisan nehomogenom PDJ i1 homogenim grani¢nim
uslovima datim relacijama (6). Pronalazenje analitickog
reSenja problema datog sa (6) zapoCinje reSavanjem
odgovaraju¢eg homogenog problema [§], [9].

Koris¢enjem metoda razdvajanja promenjljivih u
korespodentnoj homogenoj PDJ koja odgovara relaciji (6)
dobija se regularni Sturm-Luivil-ov (SL) problem dat
slede¢om relacijom za n—ti sloj [8], [17]:

%(%) + .82 "PnCn ¢n(x) =0,x € [xn—l'xn]- (7)

gde su ¢ svojstvene funkcije ili reSenja posmatranog SL
problema dok je veli¢ina 8 [1/s°3] konstanta razdvajanja koja
se javlja prilikom razdvajanja promenjljivih, kvadrat ove
konstante predstavlja svojstvenu vrednost posmatranog SL
problema. Odgovarajuc¢i grani¢ni i uslovi na razdvojnim
povrSinama su analogni uslovima u relacijam (6) i (3)
respektivno ali nezavisni od vremena i datim su slede¢im
relacijama [8], [9]:

91 (x)
- $1()|x=0 =4 'al—xlx:o,

dpn(x)
ay - Py (X)|x=, = —Ay ‘L|x=u

ox (8)
¢n(x)|x=xn = ¢n+1(x)|x=xn:
dpn(x) Opn+1(x)
A anx |x=xn = Ang1 - % |x:xn-

Granic¢ni uslovi i uslovi na razdvojnim povrS$inama izmedu
pojedinih  slojeva u gornjim relacijama  definiSu
transcedentnu karakteristicnu jednacinu koja za argument
ima konstante razdvanjanja f i koja ima beskonacno mnogo
korena. Kvadrati ovih korena predstavljaju svojstvene
vrednosti datog SL problema. Moze se dokazati da ako je
proizvod p,-c, u svakom sloju realan i ve¢i od nule (Sto je u
relanom fizi¢kom sistemu uvek slucaj) da su sve svojstvene
vrednosti dobijenog SL problema /3 realne, odnosno da je
odgovarajuéi operator koji odgovara SL problemu
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Hermitski. Ako je pored toga zadovoljen i uslov a;, a2, 4, > 0
(sto je takode uvek zadovoljeno u realnom slucaju) sve
svojstvene vrednosti su realne i pozitivne  odnosno
korespodentni operatior je pozitivno definitan [20, 21].
Svojstvene funkcije razmatranog SL problema u n-tom sloju
koje odgovaraju i—toj svojstvenoj vrednosti su date sledecom
relacijom [8], [9]:

$ni(x) = Ay, - sin (J% . x) + B, - cos (J% . x), o)

A
ky =—"=,x € [xp_1, %],
PnCn

gde se koeficijenti 4,,; i B,; mogu odrediti za svaki sloj i za
svaku svojstvenu vrednost do na multiplikativinu kostantu iz
graniénih uslova i uslova na razdvojnim povrSinama.
Svojstvene funkcije date relacijom (9) su ortogonalne, dok se
multiplikativna konstanta u koeficijentima A4,,; i B,; odreduje
tako da svojstvene funkcije budu i normirane. Svakoj
svojstvenoj vrednosti % odgovara jedno partikularno resenje
odgovaraju¢eg homogenog problema koji odgovara
nechomogenom problemu datom relacijom (6). Ova
partikularna reSenja u n—tom sloju za i—tu svojstvenu
vrednost data su slede¢om relacijom [8, 9]:

un,i(x: t) = exl)(_.[gi2 “t)- ¢n,i(x)- (10

Opste reSenje ogovarajuced homogenog problema je dato
lineranom kombinacijom partikularnih resenja, dok se
finalno analiticko reSenje problema datog sa (6), za
prostornu i vremenski raspodelu transformisane temperature,
nalazi koris¢enjem opsteg reSenja homogenog problema i
Duhamel-ovog principa [22].

Posto su sve svojstvene vrednosti realne i pozitivne iz
gornje relacije se vidi da su sva partikularna reSenja
eksponencijalno opadajuce funkcije u vremenu. Iz ovoga
proizilazi da ¢e i opSte reSenje za temperatursku raspodelu u
sebi sadrzati samo eksponencijalno opadajuée vremenske
¢lanove, odnosno temperaturske raspodele ¢e uvek biti
ogranicene i posle prestanka dejstva spoljaSnjh pobuda ¢e se
ponasati kao eksponencijalno opadajuc¢e funkcije Sto fizicki
odgovara postepenom hladenju posmatrane struktue posle
prestanka dejstva spoljas$njih pobuda (temperaturskih
varijacija u vazduhu sa unutraSnje i spoljaSnje strane
pregrade). Posle niza transformacija dobija se sledeéi
analiticki izraz za vremenski zavisnu temperatursku
raspodelu unutar posmatrane pregrade [8], [9]:

T, t) =Tic+ g1 *Ty + g2 * T, (11)

gde su T,(?) 1 Ty(t) vremenske varijacije temperature vazduja
sa unutrasnje i spoljasnje strane posmatrane pregrade
respektivno, simbol ,,*” oznaCava vremensku konvoluciju,
T je ¢lan koji potice od inicijalne temperaturske raspodele i
koji eksponencijalno opada sa vremenom i g; > su Grin—ove
funkcije koje zavise samo od fizickih i termiCkih parametara
materijala i dimenzija posmatrane viSeslojne pregrade. 1z
gornje relacije se vidi da je za dobijanje temperaturske
raspodele unutar posmatrane viseslojne strukture date u (11)

neophodno poznavanje vremenske zavisnosti temperature
vazduha sa unutrasnje i sa spoljasnje strane zida. Grin—ove
funkcije za planarnu viseslojnu strukturu je moguce izraziti u
analitickom obliku i date su slede¢im izrazima [8], [9]:

916 8) = A,(x) - 8() + TFS BE - wy - pi(x) - e B

920, 6) = 4, (x) - 8(E) + XE55 B2 - Wy - i (x) - 7L,
(12)

gde su /% svojstvene vrednosti SL problema, J(#) je Dirak—
ova delta funkcija. Veli¢ine w;z; 1 4,2 su date slede¢im
relacijama [8], [9]:

4, x) = fi,2 (x) — §V=1 ¢i(x) - W1,2,i
Wi2i = <f1,2'¢i) =Xn-1 fxx:_lfm pncndi()dy,
(13)

gde veliCine w;,; predstavljaju Furie-ove koeficijente u
razvoju pomo¢nih funkcija f;> po svojstvenim funkcijama.
Na ovaj nacin je poznavajuéi GF za datu viseslojnu planarnu
strukturu moguce je odrediti temperatursku raspodelu unutar
strukture za proizvoljne spoljasnje temperaturske verijacije
koris¢enjem konvolucionog integrala datog relacijom (11).
Iz jednacine (12) se vidi da reciprocne karakteristicne
vrednosti  predstavljaju  karakteristicna vremena za
posmatranu strukturu t=1/ 87 ( i=1,.. ) koja odreduju
termicko ponasanje strukture u dinamickim uslovima.

B. Modelovanje transporta toplote koriséenjem ekvivalentnog
elektricno RC kola

Transport toplote kroz viseslojne planarne strukture moguce
je modelovati i koriS¢enjem elektri¢ne analogije sa RC kolima
[12]-[14]. U ovom slucaju provodenje toplote kroz tanak
ravanski sloj se modelule termalnom optpornosc¢u posmatranog
sloja i termickom kapacitivno$¢u gde temperature u pojedinim
tatkama i termalni fluksevi imaju anlognu ulogu, odnosno
figuriSu u jenacinama na isti nacin, kao i elektri¢ni naponi i
struje u RC kolu respektivno. Ekvivalentno RC kolo kojim se
modeluje provodenje toplote kroz viSeslojnu ravansku strukturu
je prikazano na SI 2.

Tu(s) Rri  Ta(s) Rm2 Ta(s) Twm(s) Rtm Ts(s)
—1 — I T | I e~
Au(s) G I Cw as(s)

S1. 2. Ekvivalentno elektricno RC kolo koje se koristi u modelovanju
transporta toplote u viSeslojnoj planarnoj strukturi

Pojedini RC segmenti u kolu odgovaraju slojevima na
koje je izdeljena posmatrana struktura. Svaki pojedinacni
materijal u viSeslojnoj strukturi moze biti izdeljen na vise
slojeva. Povecanjem broja slojeva se poboljasava RC model
i posmatrano kolo vernije opisuje transport toplote u realnoj
strukturi. Na slici 2 veli¢ine Ry [K/W] i C [J/K] predstavljaju
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termicke otpornosti i kapacitivnosti pojedinih slojeva u
posmatranoj strukturi, M je broj slojeva na koje je
izdeljenena posmatrana struktura, 7; - Ty su temperature na
spojevima slojeva dok su Ty, T, g, 1 ¢s temperature i termicki
fluksevi sa wunutrasnje i spoljasnje strane pregrade
respektivno. Radi pogodnosti u analizi temperature i fluksevi
su dati u kompleksnom domenu. Vrednosti termickih
otpornosti i1 kapacitivnosti m-fog sloja koji figuriSu u RC
kolu na Slici 2 se dobijaju koriS¢enjem sledecih relacija:

Rim =32 = (S Un) ™ Cn = S 6 o Eme (14)
gde su 0w, Am » Pm > Cm 1 Uy debljina, termic¢ka provodnost,
gustina, specifi¢na toplota i U-vrednost [W/m?-K] m-tog
sloja respektivno, S [m?] je povr§ina posmatrane pregrade.
U gornjem modelu je moguée ukljuéiti i prelaz toplote u
grani¢nim slojevima preko termalnih optpornosti grani¢nih
slojeva sa unutrasnje i spoljasnje strane, koji ukljucuju
kondukciju konvekciju i radijaciju [19]. Predstavljeni model
transporta toplote baziran na ekvivalentnom RC kolu moze
se posmatrati i kao sistem sa dva ulaza i dva izlaza [10].

III. REZULTATI I DISKUSIJA

Razmatran je petoslojni fasadni zid Cije su termalne
karakteristike i dimenzije prikazane u Tabeli 1. Termicki
parametri za izolaciju odgovaraju mineralnoj vuni. Razmatrane
su GF za razlicite debljine izolacionog sloja od 6, 12 1 25 [cm].
Prvih deset recipro¢nih svojstvenih vrednosti A% datih u (9) i
(12), koje odgovaraju karakteristicnim vremenima 7 = 1/ 7 (
i=1,..,10 ) racunate za razli¢ite debljine termicke izolacije od
25,121 6 [cm] prikazane su na Slici 3.

TABELA L. TERMALNE KARAKTERISTIKE I DIMENZIJE PETOSLOJINOG
FASADNOG ZIDA
materijal d[em] plkg/m2] | A [W/m-K] c[J/kgK]
1 |zatitni sloj 2 800 0.7 1090
2 |opeka 25 1800 0.76 920
3 |malter 1 1900 0.99 1050
4 |izolacija 6- 25 23 0.034 840
5 |zaStitni sloj 2 1900 0.7 1050

Sa slike se vidi da samo prvo karakteristicno vreme t; = 1/
B, koje ujedno dominantno utice na Grin-ove funkcije u

relacijiama (9) i (12), znacajno zavisi od debljine izolacije.

397

40

Termi&ka izolacija
= 25 [cm]
< 12 [ecm]
30 + 6 [cm]
20
&
10
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1C

S1. 3. Prvih deset karakteristi¢nih vremena koja predstavljaju recipro¢ne
svojstvene vrednosti i = 1/ 2i (i=1,...,3 ) za debljine termicke izolacije
od 25,1216 [cm].

Na Slici 4 je prikazana zavisnost prva tri karakteristicna
vremena od debljine izolacije u opsegu od 1 do 25 [cm)].

karakteristi¢no vreme
*1 [h]
~T2[h]
~t3[h]

[ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
izolacija [em]

Sl. 4. Zavisnost prva tri karakteristicna vremena od debljine termicke
izolacije u opsegu od 1 do 25 [cm].

Sa slike se vidi da samo dominantno karakteristi¢no vreme
7, znacajno zavisi do debljine izolacije i to samo za tanje
izolacione slojeve do 1-12 [cm], dok dalje povecavanje
izolacionog sloja preko 20 [cm] ima veoma mali uticaj na
ponaSanje posmatrane strukture u dinamickim uslovima.
Dominantno karakteristiéno vreme 1, se menja u opsegu od 20
do 40 [h] dok su ostala karakteristicna vremena manja od 5 [h].
Na Slici 5 su porikazane GF g; unutar posmatrane viSeslojne
strukture u trenutku /=9,57 [h] za razliCite debljine izolacije od
25,1216 [cm]. Odabrani vremenski trenutak je dovoljno dug i
uporediv sa dominantnim karakteristicnim vremenom da bi
uticaj temperaturske pobude sa unutrasnje strne zida bio uocljiv
unutar cele strukture.

6e-06
91(x,t=9.57 [h])
termicka izolacija
+ 25[cm]
= 12[ecm]
+ 6[cm]

5e-06

4e-06

3e-06

81 (x) [1/5]

2e-06

1e-06

0.4 0.5

S1. 5. Raspodela GF gl unutar posmatranog viseslojnog zida, za razliite
debljine izolacionog sloja od 25, 12 i 6 [cm], u trenutku t=9.57 [h]
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Sa gornje slike se vidi da se sa povecavanjem termalne
izolacije smanjuje termalni fluks kroz izlacioni sloj (direktno je
srazmeran nagibu GF u izolacionom sloju ) kao i da je uticaj
temperaturske pobude sa unutrasnje strane zida veéi za deblje
izolacione slojeve iz Cega proizilazi da se unutrasnji slojevi
strukture brze zagrevaju i sporije hlade pri temperaturskoj
pobudi sa unutrasnje strane zida. Na Slici 6 su prikaznae GF g
unutar posmatrane viseslojne strukture u trenutku /=1,2 [h] koje
predstavljaju odziv na Dirak—ovu temperatursku pobudu sa
spoljasnje strane zida. Sa slike se vidi da sa povecanjem
debljine izolacionog slojha uticaj temperaturske pobude sa
spoljasnje stane na unutrasnje slojeve zida opada.

x=0.28 [m
Be-05{|gulx,t=12[h1) [l
termicka izolacija
= 25[cm]
6e-05 =12 [cm]
- * 6[cm]
<
=
X 4e-05
o
2e-05:
0.
) 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

x[m]

S1. 6. Raspodela GF gl unutar posmatranog viseslojnog zida, za razliite
debljine izolacionog sloja, od 25, 121 6 [cm], u trenutku t=1.2 [h]

Na Slikama 7 1 8 su prikazane vremenske zavisnosti GF g; i
2> respektivno unutar zida na mestu odredenom prostornom
koordinatom x= 25 [cm] za iste debljine izolacionog sloja kao i
u predhodnim slucajevima.

6e-06:
81(t,x=0.25[m])
5e-06 termigka izolacija
+ 25[cm]
4e-06 + 12[cm]
= -6
v [cm]
=
= 3e-06
=
&
2e-06
1e-06:
[}
0 20 40 80 160 12

60

t[h]

S1. 7. Vremenska zavisnost GF gl(t) na mestu odredenom prostornom
koordinatom x=25 [cm].

Sa slika se vidi da je uticaj debljine izolacionog sloja na
vremensku raspodelu GF veé¢ za temperaturske pobude sa
spoljasnje strane.

4e-06

g2(t,x=0.25[m])
tremiéka izolacija
= 25[cm]
* 12 [em]
* 6[cm]

3e-06

2e-06

92(t) [1/s]

1e-06

60 80 100 120
t[h]

S1. 8. Vremenska zavisnost GF g2(t) na mestu odredenom prostornom
koordinatom x=0.25 [m].

Na Slici 9 je Sematski prikazan model transporta toplote
baziran na ekvivalentnom RC kolu opisanom u predhodnom
odeljku koji ukljucuje varijacije spoljasnje temperature vazduha
T (s), grejna tela u unutrasnjosti objekta koja su predstavljena
”strujnim generatorom” Py(s) [W-s] u kompleksnom domenu,
ekvivalentnu termic¢ku kapacitivnost unutra§njosti posmatranog
objekta ili prostorije Cr [J/K] i tremalnu otpornost pojedinih
elemenata unutar posmatranog objekta Rzz. Temperatura T je
konstantna temperatura nekog dela objekta ili tla. U otpornost
Rz moguce je ukljuciti termicku otpornost poda i u tom slucaju
konstantna temperatura 7y je temperatura termostata za koju se
moze uzeti temperaturu tla.

Pe(s)

wl| == | Qe

ol

Cr

S1. 9. Sematski prikaz modela transporta toplote baziran na
ekvivalentnom RC kolu za spoljasnji zid, varijacije spoljasnje
temperature vazduha i termickih parametre unutrasnjosti prostorije.

Spoljasnji ili fasadni zid je modelovan blokom koji
predstavlja ekvivalentno RC kolo prikazanim na Slici 2 1 koji
ukljucuje i granicne slojeve. Na Slici 10 prikazane su GF koje
predstavljaju temperaturske odzive na Dirak-ovu pobudu od
strane spoljasnje temperature vazduha (T¢(s) = 1 [K's]) na
razli¢itim mestima unutar zida ¢ije su kordinate: 10, 20, 25 1 30
[cm].

6e-06 %

Se-06, . gl [1/s]

+ x=10[em]
= x=20[cm]
& 4e-06 x=25[cm]
E + x=28[cm]
F3e-06
=
2e-06
1e-osj/
0
() 10 20 30 40 50 6

vreme [h]

Sl. 10. GF koje predstavljaju temperaturske odzive na Dirak—ovu pobudu
od strane spoljasnje temperature vazduha na razli¢itim mestima unutar
zida Cije su x koordinate 10, 20, 25 1 30 [cm].

Dimenzije i termicke karakteristike analiziranog zida su
date u Tabeli I dok je debljina izolacionog sloj u ovom slucaju
bila 12 [cm]. Za termiCku otpornost Rzz 1 termicku
kapacitivnost unutrasnjosti Cz usvojene su sledece vrednosti
0,0024536 [K/W] i 3,69853 107 [J/K] respektivno.
Ekvivalentno RC kolo kojim je modelovan spoljasnji zid se
sastojalo od 42 RC elementa koji odgovaraju uniformno
raspodeljenim segmentima unutar zida debljine od 1 [cm].
Odzivi na Dirak—ove pobude spoljasnje temperature i snage
grejnih tela i inicijalne uslove u ekvivalentnom RC kolu
dobijeni su kori§¢enjem metoda potencijala Cvorova u
kompleksnom domenu dok su GF u vremenskom domenu
dobijene koriS¢enjem inverzne Laplas—ove transformacije.
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Neophodno je napomenuti da su na slikama 7 i 8 predstavljene
GF posmatranog fasadnog zida bez uticaja unutra$njosti objekta
za razliku od GF prikazanih na slici 10. Na slican nacin
dobijaju se i temperaturski odzivi na Dirak—ovu pobudu od
strane ”’strujnog generatora” ( Pg(s) = 1 [W-s] ) i odzivi na
pocetne uslove. Temperaturske varijacije u prostoroji ili unutar
fasadnog zida za proizvoljnu vremensku zavisnost spoljaSnje
temperature vazduha i snage grejnih tela u prostoriji dobijaju se
koris¢enjem GF i konvolucionog integrala datog u (11).

IV. ZAKLICAK

U radu je predstavljen analiticki postupak za pronalazenje
GF viseslojne planarne strukture u vremenskom domenu
koje se dobijaju kao reSenja odgovaraju¢e Furie—ove
jednacine transporta toplote. ReSavanjem odgovarajuceg
svojstvenog problema dobijaju se karakteristina vremena za
posmatranu viSeslojnu strukturu koja zavise samo od
termickih parametara materijala i debljina pojedinih slojeva.
Ova karakteristicna vremena predstavljaju vremena
relaksacije 1 u potpunosti odreduju termicko ponaSanje
posmatrane strukture u dinamickim  uslovima.
Temperaturske raspodele i raspodele termickog fluksa unutar
posmatrane viseslojne strukture za proizvoljne vremeske
varijacije unutrasnje 1 spoljasnje temperature vazduha
moguce je dobiti koris¢enjem dobijenih GF i konvolucionog
integrala. Analiziran je uticaj debljine izolacionog sloja na
GF i na karakteristicna vremena za jedan petoslojni fasadni
zid. Pokazano je da debljina izolacionog sloja znacajno utice
samo na dominnatno karakteristicno vreme. Sa smanjenjem
debljine izolacionog sloja dominantno karakteristicno vreme
moze da se smanji i za 50 %. Takode je pokazano da se
dominantno karakteristicno vreme znacajno menja samo u
slucaju kada se debljina izolacionog sloja menja u intervalu
od 1-12 [cm] posle ovoga dalje poveéanje debljine
izolacionog sloja ne utice znacajno na promenu dominantnog
karakteriticnog vremena. Pored toga predstavljen je i
termicki model viseslojnog zida baziran na ekvivalentnom
RC kolu. Predstavljeni RC model se moze posmatrati i kao
sistem sa dva ulaza i dva izlaza. Termicki uticaj, u
dinamickim uslovima, unutra$njeg prostora i unutras$njih
elemenata posmatranog objekta u RC modelu se uzima u
obzir dodavanjem dodathin termalnih otpornosti i
kapacitivnosti na krajevima RC kola sa unutraSnje strane
zida. Predstavljeni RC model je pogodan za analizu
transporta toplote kroz spoljasnji zid objekta u slucaju kad je
poznata samo vremenska varijacija spoljasnjih temperatura
vazduha 1 varijacija snage grejnih tela koja se nalaze unutar
posmatranog objekta. Ovakav tip analize u sluc¢aju analiticki
dobijenih GF bi bio znacajno otezan.
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ABSTRACT

The analysis of heat transport through multi-layer building
partitions in the non-stationary case in the time domain is
presented. Approaches based on Green's functions and
convolution and modeling of non-stationary thermal processes
based on the use of an equivalent RC circuit are considered. It
has been shown that from a practical point of view, when
analyzing thermal losses in buildings, the method based on
Green's functions and the convolution integral in the time
domain is more convenient for determining the heat losses
through multi-layered structures in cases where the outside
time-varying air temperatures are known, while modeling based
on the equivalent electric RC circuits is more suitable in cases
where the time-dependent external temperature and the power
of the internal heating bodies are known. In the model based on
the RC circuits, it is possible to take into account the heat losses
through the floor as well as the heat capacity of the room,
which is much more complicated for the case of Green's
functions approach in the time domain. Based on the developed
RC model, the thermal dynamic characteristics of the observed
multilayer walls were obtained in the form of time constants for
different parts of the structure.

Modeling of heat transport in multi-layer structures in non-
stationary case using Green's function and equivalent
electric RC circuits

Radovan Gospavi¢, Goran Todorovi¢, Zorana Petojevi¢, Milica
Mirkovi¢ Marjanovi¢
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